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Icke� linj�ara differensekvationer

F�or att vidga vyerna ut�over det vi sett i kapitel 10 s�a skall jag h�ar s�aga n�agot om icke-linj�ara
di�erensekvationer p�a begr�ansat intervall. Vi har en startpunkt x0 2 I (ett begr�ansat intervall)
och en di�erensekvation

x
n+1 = f (x

n
) ; n = 0; 1; 2; 3; :::::::::

, d�ar f (x
n
) nu �ar en icke-linj�ar funktion s�adan att x

n+1 2 I d�a x
n
2 I: Under dessa

omst�andigheter kan sk kaos uppkomma. Kaos har varit ett popul�art begrepp de senaste
�artionderna men forskarna har aldrig kunnat enats om en de�nition av vad kaos �ar. Vi s�ager
att fullst�andigt kaos r�ader d�a alla periodiska banor �ar instabila (de�nitioner av dessa tv�a
begrepp f�oljer nedan). Som ni f�orst�att fr�an kapitel 10 �ar teorin f�or di�erensekvationer
och di�erentialekvationer intimt f�orknippade med varandra. Det g�aller �aven f�or de kaotiska
systemen. Kvalitativt sett �ar det ingen skillnad mellan di�erens- och di�erentialekvationer.
Kaosforskningen drog i g�ang p�a allvar p�a 1960-talet men redan p�a 1940-talet hade
man inom datalogin funderat �over vad kaos �ar f�or n�agot, n�amligen i samband med
utvecklingen av e�ektiva slumptals-generatorer (se nedan). L�at oss nu titta p�a n�agra
icke-linj�ara ekvationer mer i detalj.

Ensidigt skift:

x
n+1 = 2x

n
mod 1; x0 2 [0; 1] :

Enklast att f�orst�a vad som h�ander �ar att utveckla x0 i det bin�ara talsystemet. Ta t ex x0 = 2=3
som har den bin�ara decimalutvecklingen

x0 = 0:1010101010::::: =
1

2
+

1

23
+

1

25
::::::::

, periodisk decimalutveckling som det skall vara f�or rationella (br�ak) tal. F�or att f�a x1 s�a skall
vi allts�a multiplicera med 2 och sedan dra ifr�an det som �overstiger 1. Vi f�ar d�a

x1 =
1

22
+

1

24
+

1

26
:::::::: = 0:0101010101::::::

eller 1/3 i tiosystemet. Vad som h�ande var faktiskt att vi yttade decimalpunkten ett steg till
h�oger och det �ar det som sker vid varje iteration (f�orklarar namnet p�a avbildningen), allts�a

x2 = 0:1010101010::::: =
1

2
+

1

23
+

1

25
::::::::

och vi �ar tillbaks till utg�angspunkten x0. Vi har h�ar sett ett exempel p�a en periodisk bana

av l�angd 2.

Det som g�or att s�adana h�ar system kan kallas kaotiska �ar att sm�a initiala skillnader snabbt
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, efter relativt f�a iterationer, ger upphov till stora skillnader. S�ag att jag �ar os�aker p�a den
9:e decimalen i min bin�ara uteckling

x0 = 0:110001111??????::::::::::::::::

vilket kan bero p�a m�atfel eller att jag jobbar p�a en datormaskin med begr�ansad precision.
Efter endast 9 iterationer har denna lilla os�akerhet vuxit till n�agot dramatiskt

x9 = 0:????????::::::::::::::::::::::::::::::

, jag vet ingenting!

Vad man kan g�ora f�or att f�orst�a s�adana dynamiska system �ar att ha koll p�a de periodiska banorna
och deras stabilitet. Periodiska banorna utg�or ett "skelett" f�or alla annan r�orelse. Periodiska
banor av l�angd 1 kallas f�or �xpunkter, allts�a l�osningar till ekvationen x = f (x) ; l�at oss
beteckna dem med x�. Vilka �ar de f�or det ensidiga skiftet? Man kan gra�skt f�a en k�ansla f�or
�xpunkternas stabilitet genom att iterera i �gur n�ara x�. F�ors�ok g�ora detta. Stabilitet handlar
allts�a om sm�a initiala skillnader v�axer, avtar eller �ar ungef�ar de samma med �okat antal
iterationer. Matematiskt h�anger det p�a om j f 0 (x�) j> 1 (instabil �xpunkt) eller < 1 (stabil
�xpunkt). Likhet kr�aver mer detaljerat studium. �Ar �xpunkterna f�or det ensidiga skiftet stabila
eller instabila?

F�or att sedan g�a vidare med periodiska banor av l�angd 2 s�a s�oker man �xpunkter till f (f (x)).
R�otterna till denna ekvation �ar f�orutom �xpunkterna till f (x) den verkliga period 2 banan.
Kalla de b�ada punkterna som ing�ar i banan f�or p och q: Vi s�ag ovan att p = 1=3
och q = 2=3 f�or v�art ensidiga skift. Stabiliteten f�or en periodisk bana avg�ors pss
som f�or �xpunkter. Med hj�alp av kedjeregeln f�ar vi att det handlar om

j f 0 (p) � f 0 (q) j

�ar st�orre eller mindre �an 1.

N�agra avslutande fr�agor. Vilka genuina periodiska banor av l�angd 3 �nns det?
Hur v�axer antalet periodiska banor med periodl�angden?
Finns det n�agra stabila periodiska banor f�or v�art skift?

Pseudo-slumptalsgenerator: I alla datorspr�ak �nns ett kommando RAN eller liknande som
spottar ut ett tal mellan 0 och 1, tillsynes slumpm�assigt. Hur g�ar det till? Jag tycker det �ar
viktigt att po�angtera att det r�or sig om pseudo-slumptal (allts�a de ser ut som slumptal men
�ar det inte). I sj�alva verket genereras de av en fullst�andigt deterministisk algoritm, dvs
f�or givet initialv�arde �ar utfallet entydigt best�amt. Kan man emellertid f�a algoritmen tillr�ackligt
olinj�ar s�a att sm�a initiala skillnader snabbt v�axer med antalet iterationer ja d�a blir ju i praktiken
utfallen slumptal. En algoritm som brukar anv�andas �ar just ett ensidigt skift

x
n+1 = 16807x

n
mod 1

d�ar x0, och d�armed alla x
n
; �ar begr�ansad till m�angden

1

m
;
2

m
;
3

m
; :::::::::;

m� 1

m
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d�ar m = 231 � 1 vilket �ar ett stort primtal. Hur m�anga g�anger denna brukar itereras vet jag ej.
Initialv�ardet x0 ges av klockangivelsen.

Logistiska avbildningen. En mycket studerad avbildning �ar

x
n+1 = � � x

n
� (1� x

n
) ; x0 2 [0; 1]

d�ar � �ar ett �xt reellt tal mellan 0 och 4. Med detta val av � s�a kommer alla x
n
2 [0; 1] :

Vad g�or avbildningen s�a intressant �ar att �ar att man kan studera en �overg�ang fr�an ordning
till kaos n�ar � �okar. Man kan visa att f�or � = 4 �ar �aven denna avbldning ett ensidigt skift.

N�agra uppgifter. Finn f�or givet � �xpunkterna. F�or vilka � �ar de instabila/stabila? G�a vidare
och f�ors�ok �nna den periodiska banan av l�angd 2. F�or vilket � "f�ods" den ? (En s�adan
h�andelse kallas f�or en bifurkation). N�ar blir den instabil? Vad vi b�orjar se h�ar �ar det sk
perioddubblings-scenariot f�or hur kaos uppkommer.

T�altavbildningen. En sista avbildning du kan studera som i exempeln ovan �ar

x
n+1 =

(
2x

n
; 0 � x

n
� 1

2

2 (1� x
n
) ; 1

2
< x

n
� 1:

�Aterigen h�aller vi oss hela tiden till intervallet [0; 1] om x0 g�or det.
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